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La rigueur du raisonnement et la clarté de la présentation seront prises en compte dans la notation.
Si, au cours de Fépreuve, un candidat repére ce qui [ui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur
sa copie et poursuit sa composition en expliguant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

L'épreuve de Mathématiques comporte trois problémes indépendants :

Probleme numéro 01 : 5 points
Probleme numéro 02 : 6 points

Probleme numéro 03 : 9 points

Cetfe épreuve comporte 5 pages (page de garde incluse).
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Probleme (01

Soit 1 € N* un entier naturel ixé. Pour & € [0, n], on note fi : R —» C la fonction définie par :

Ve eR, folz) = cos®(z) sin™ ¥ ().

On note V, le C-espace vectoriel défini par : |

Vi = Vecte(fo, fir- 1 Jn) = {Z Mefi | (e ) € «:““} .
k=0

De plus, pour tout n € N*, on note B, la matrice tridiagonale suivante :

0 -1 0 ..... 0
n 0 -2 :
g n—1 0 -8 .
B, = ) n ) i ) EMn_;_l(R).
: ., ., ‘. 0
: 2 0 -—n
o ... ... 0 1 0

Le terme général by do la matrice By vérifie done :
— byppr=—ksil<k<n,
—bkk—l—n k+2si2<k<nt1,
— by, = 0 pour tous les couples (k,1) e [1, n+ 1]? non couverts par les formules précedentes '

Enfin, pour k € [0, n], on note gy : R —3 C la fonction définie par :

VoeR, gyls)= B,

Q1. Montrer que la famille (fo, f1,...,fn) est libre.
En déduire la dimension de 'espace vectoriel complexe V.

Q2. Etablir que pour k € {1, n— 1], la. dérivée de fy, notée fi, vaut —kfr—1 4 (n— k) fk+1
Puis pour k € [0, n], montrer que f}, appartient & V. En déduire que :
n Vo — Vi, fr—=onf) =1
définit un endomorphisme de V;, et déterminer sa matrice dans la base (fo, f15-+ > fn)-
Q3. Montrer que: Vz € R, gx(x) = (cosz +isin z)*(cos z — isthz)* .
Q4. En déduire, & aide de la formule du bindme de Newton, que : Vk € 0,n], gx€ Va

Q5. Pour k € [0, nl, calculer gj,. En déduire que ¢, est diagonalisable. Donner la liste des
valeurs propres complexes de iy, et décrire les espaces propres correspondants. :

Q6. Pour quelles valeurs de n Pendomorphisme ¢, est-il un automorphisme de V,, 7

Q7. Rerire la décomposition de g, dans la base (fo,---» fn) et en déduire que :
a0
. q1
Ker (By — inlp41) = Vect | | |,

dn

ot pour tout k € [0, nf, on note g = "~ k (k)
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Probléeme 02

Btant donné un entier 7 & N*, on dispose de deux urnes Uy et U, contenant & elles deux n boules
numérotées de 1 & n. On note Ny la variable aléatoire égale au nombre de boules initialement
contenues dans urne Uy,

A chaque instant entier & € N*, on choisit un des n numéros de fagon équiprobable puis on
change d’urne la boule portant ce numéro. les choix successifs sont supposés indépendants.

Pour k € N*, on note N, la variable aléatoire égale au nombre de boules dans l*urne Uy aprés
Péchange effectué A instant k. '

Exemple : supposons n = 4 et qu'a Pinstant 0, Purne Uy contient les boules numérotées 1,3,4
et I'urne Uy la boule 2. On a dans ce cas Ny =3.
e Sile numéro 3 est choisi & 1*instant 1, on retire la boule 3 de U; et on Ia place dans U,
On a alors N} = 2. :
® 5ile numéro 2 est choisi & linstant 1, on retire la boule 2 de Us et on la place dang U;.
On a alors Ny = 4.

Pour I & [0, nf, on note By P'événement (N = 1) et gﬁk,; = P (By,) sa probabilité.

Proy.

Pr,1 , \ . .
On note enfin Z = |~ le vecteur qui code la loi do la variable aléatoire N,

Prn
Q1. Pour tout k € N fixé, montrer que la famille (Br,01 Br1, - - - s ) est un systéme complet
d’événements. ' S : ‘
Q2. Sil'urne Uy contient J boules & Pinstant &, combien peut-elle en contenir & Uinstant k- 17
(On distinguera les cas j =0, j =n et § € [1, n-1].) -
Q3. Pour k€ Net (4,1) € [0, nJ?, déterminer, en séparant les cas § = 0,ij=netjc[l,n-1],
la probabilité d’avoir Eyy1,5 sachant By, c’est-3-dire : Pry (Br,)-
' ' 1 1
Q4. Démontrer que pour tout k € N, P (Bria,0) = EP (Bx1) et P(Bypyn) = ?_1P (B n-1)-

. , n—-7+1 i+ 1
Puis que : Vj € [1, n — 1], P{EBpya;) = RTITp (B 1) + Ln——P (Brjy1) -

n
Q5. On pose ici la matrice 4, tridiagonale suivante ;
a 1 0 ... ...
n 0 2 :
0 n—1 0 3
An =1 ] ) ) € M'n-l-l (R)
0 .
: w20 n
0O ... ... 0 1 0

Le terme général ay; de la matrice A, vérifie donc :

— apppr=ksil < k< n, '

T Okl =n—k+2si2< k< n+1,

— Gpy = 0 pour tous les couples (k,7) € [L,n + 1]? non couverts par les formules
précédentes. '

' : 1 1
Développer pour tout k € N, ;’;A,,IZ;C et en déduire ’égalité : 7, = ;L—k—AﬁZg.
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Probleme 03

Q1. Rappeler le développement limité de u > cosu et de % — In{l — u) au voisinage de 0 &
Poxdre 2. )

. T
2. Btudier la converge de la série In{ cos .
Q 1 vergence de la ,,;0 (c (n+ 1))

" Q8. On considdre dans cette question la suite (R )uz2, de premier terme Ry = 1 of telle que,
. . _

n+1/"
a. Justifier Pexistence de In Ry pour tout k = 2.

~

pour tout entier n 2 3 : R, = Ry..1 co8

b. Montrer, pour tout entier n > 4,

13

Z(lan _ In Rg—1) = nR, —lnl_%g = Zln (cos (kil)) .

¢. La suite (In Rp)nzo est-elle convergente ?

N
d. Justifier ’existence de B = Nlim cos (%) .

. o
. - . il s
On écrira, dans ce qui suit :  Hm cO8 (_) ==z | ] cos (—) .
i N-—3-+oo e k s k

L1—(1-t)»
Q4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : I, = / —t gt

0 i

a. Soit n un entier naturel non nul. Rappeler la formule donnant la somme des n premiers
)

termes d’une suite géométrique de raison ¢ # 1, de premier terme 1, i.e. : }:qk .

k=0
1—(1—t)"
1

. b. En déduire, pour tout ¢ de]0, 1], 'expression de — ‘en fonetion d’une somme.

c. Etudier la convergence de lintégrale T,

n
1
d. Montrer que, pour tout entier naturel non nuln : I, = Z T

1
1 i
5. Pour tout enti turel 1 HETE e (I,
Q our tout entier natt on nul n, on pose n /[; nln )

a. Calculer, pour tout entier naturel non nul n, intégrale uy, en fonetion de n.

. 4 . PR oy
b. Etudier la convergence de la série de terme général uy,.
mn

Tl
c. Montrer que si n 2 i, Zuk = Z P In(n + 1). .
k=1 k=1
1

En déduire Pexistence de : vy = ngrgm (1 + 3 g ;1; —1n n) .
Q6. On suppose que n est un entier na,tugel non nul et on pose & partir de cette question, pour
tout z € R*, Gn(z) = /: .(1 - —E) 271 di. .
On considere a et b deux réels avec 0.< a < b et D = [o, b]x]0,n]. De plus, on pose ici :
f ' DR, (z,1) (1 - %)ntm“l, by 10,0} — R, £ 1271
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a. Montrer que pour tout (z,2) € D, |f(z,1)| < $2(t). Puis montrer :
(@,1) € [a,8]X]0, 1], ¢u(t) < dalt) ot ¥(5,8) € [a,B]x]1, 7], dult) < hy(2).
En déduire une majoration de |f(z, )| pour tout z & [a,b] et tout ¢ €]0,1] par une
fonction de variable ¢ continue et intégrable sur 10, n).
b. En déduire que G, est continue sur [a, b puis sur RY.
¢. En faisant un processus analogue 3 ce qui précéde, montrer que @, est de classe O
sur [a, b puis sur RY.
d. Calculer : lim @,(1).
n-++o0

Q7. On veut montrer par récurrence que, pour tout n € N* la proposition (P,) :

Va >0, G il

> = .
<V >0, Gafo) st ) (e tn)
Dans cette question, on fixe donc x strictement positif,

1
a. Montrer que Gy, (z) = nﬂf,/ (1 — )= du.
0

b. Calculer G1(x) et en déduire que (P;) est vraie.
¢. Montrer, & partir d’une intégration par parties, que

G = e m + BT
d. En déduire que si (P,) est vraie alors (Ppyq) est vrae,
Q8. Etudier, pour tout réel z > 0 fixé, la convergence de la série g;; <1n (1 + %) — %) .
Q9. En déduire, pour tout réel z > 0 fixé, la convergence de la suit/e v définie par :
v Nt oy =TT (14 2) ]
k=1 .
' i T a1
On posera alors : N%ngm Uy = IE [(1 -+ E) e““?e“] .
Q10. Montrer en utilisant la proposit;)n (Pn) que, pour tout réel z > 0 :
SR Cale) = 2o ﬁ [(+9)" 1] - if‘f 2y
- x TV e -;m B\
Q11. Vz > 0, on pose : H{z) = ze’® Nirgm)c_l [(1 + E) e“F] = a:e'mkI;J; [(1 + —;;) 6"”?5] :

On suppose maintenant que = est fixé dans 10, 1].

' 2
z
a. Montrer que la série E In (1- - @) est convergente,
k21

N aN . '

. * . B . . .

b. On pose : YN € N*, Py = kIJ; (1 kz) . Justifier que N1_1+n_l'_1m Py existe.
1

¢. Vérifler que ngl_':goo Ghlz) = IOk

nz -1 9:2 —1
d. Montrer que : Gy (1 + z)Gp (1 — z) = m H (1 — _k_g_) )
k=1

Foo 2
e. Montrer alors que H(1 +z)H(1 — 2) = H (1 - %) eb E%(im_)fl = é

k=1
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