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Probleme 01

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé, on considére ici des variables aléatoires réelles discrétes fi-
aies ou infinies, ¢'est-a-dire que si X est une telle variable aléatoire réelle, X (£2) est un ensemble
fini ou un ensemble dénombrable.

On appelle fonction génératrice des moments de X, lorsqu’clle existe, la fonction My de
variable t > E (etX), ot E (¢'¥) désigne l'espérance de la variable aléatoire !X

Paritie A. Cas particulier de variables aléatoires discréfes finies

fei X désigne une variable aléatoire réelle discréte prenant un nombre fini de valeurs zy, .., T
avec les probabilités respectives py, ..., Py, o1l v € N*.
On considére aussi la fonction ¢y définie sur R* par :

Wt € R*, gy (t) = %111(MX ().

1. Dans cette question seulement, X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € {0, 1.
Que valent B(X) et V(X)? Déterminer My et ¢x.

—+o0c
) . ta )"
2. Justifier que pour tout ¢ € R et pour tout k € [1,7] : £ = § { Al) .
n==0) n
+eco
E(X™
Montrer alors que pour tout t € R : My () = _S_ Ltlltn.
n!
n=0

En déduire que My est de classe C°° sur R et que :
vk e N, MP(0) = B(X").
3. Donner le développement limité 4 Pordre 1 puis & lordre 2 an voisinage de 0 de :
w s In(1 + u).

4. Justifier que Mx (t) = Mx(0) + M5 (0)t + o(f), quand t tend vers 0.
Moentrer que ¢y est bien définie sur R* et prolongeable par continuité en 0.

On pose dans la suite ¢x(0) = E(X) ef on note encore ¢x la fonction prolongée.
M0
5. Justifier que My (t) = My (0} + M4 (0)t -+ 21( )
Démontrer que ¢x est dérivable en 0 et calculer ¢ (0) en fonction de V(X).
6. {a) Monirer que : Vu < 0, e < 1+ u+ 3u? et Vu €] — 1, +oof, In(1 + u) < u.

(b) Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, alors, pour tout ¢
supérieur ou dgal & 0, on a Uindgalité : dx(t) < B(X) + %E(XQ).

12 + o(t?), quand t tend vers 0.

7. (a) Pour tout 4 € [1,7], on note f; la fonction définie sur R, par £ — e,
Montrer que la famille (fi, ..., f;) est libre.

(b) En déduire que deux v.a.r.d finies X et ¥ ont la méme loi si, et seulement si, les
fonctions ¢x et ¢y sont égales.
8. Montrer que si X et Y sont des v.a.r.d finies indépendantes alors dxyy = ¢x + ¢y,
(On rappelle que si X et X sont deux variables aléatoires réelles indépendantes d’espérances
finies, alors E(X 1 X,) = E(X1)F(X3).)
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0. On suppose dans cette question seulement gue X suit la loi hinomiale B(s,p), ol s € N*
et p € [0,1]. Que valent E(X) et V(X)? Déterminer ¢y.
10. On considére maintenant une suite {(X,)p31 de variables aléatoires réelles discrétes et finies
mutuellement indépendantes sur (0, A, P), qui suivent la méme loi que X.
On note m Pespérance de X et o son é(,cut~typ(‘ que 'on suppose strictentent positif.
On pose: Vn e N*, 8, = Y X;et S% = Sn — B(Sh) n)
oY -2
On pourra utiliser les résultats suivants, si Y7, ... Y sont n variables ale&tones réelles

mutuellement indépendantes alors V' (Z Y) Z V{V;) et B (H Y) HE(Y)

i=1 =l
(a) Montrer : ¥ & N*, vVt € R*, ¢ (t) = i + vz X (o’t ) )
o

a n
(b) Justifier que ¢x (u) = ¢x(0) + ¢, (0

Montrer enfin que : hm bsx (1) =

—r

u+ o{w), ol u tend vers 0.

I\ch-»

Partic B. Cas de variables aléatoires discrétes infinies.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte infinie, notons Iy 1'ensemble des réels t pour lesquels
My existe.

1. On veut montrer que Iy est un intervalle contenant 0.

a) Montrer que, pour tous réels a,b, ¢ tels que a < b < ¢ et tout réel z, e € e® + ¢,
p
(b) Justifier le fait que 0 € Ix.

(c) Soient a € Ix et ¢ € Ix avec a < . Moutrer que si b €]a, ¢f alors b € Ix. Conelure.

2. Dans cetie question seulement, X suit la loi de Poisson de paramatre A > 0.
Rappeler X(02). Montrer : Vt € R, ZP(X = n)e™ est une série absolument convergente.

1220
En déduire que la fonction Mx existe pour tout #, puis expliciter.

3. On suppose que Mx est définie sur Ix =] — a,al, ot a > 0. Notons X{(f2) = {@,, n € N},
Posons, pour tout n € N et pour tout ¢ €] — a, a],
un(t) = P(X = m,)et®n,
Soit enfin a > 0 tel que [—a, a] C] — o, af et soit p €], af.

(a) Montrer que pour toul €] — a, af et pour tout n € N, e  eoleal,
En déduire : VE € N, ¥t €] — o, o, Vn € N, [l (8)] < P(X =
désigne la dérivée k*™ de la fonction u,,.

{b) Soit k& Net f:R — Rz akelo—rz,

Déterminer 111_1*_1 F(z) et justifier le fait que f est bornée sur R,.
a—t+o0

(k)

keodenl ot g,

(¢) Montrer : Vk &€ N, M), > 0, ¥t €] — a,af, ¥n € N, lug‘"’)(t)l < My P(X = a,)eflenl,

(d) Montrer que la série Z ug‘) converge normalement sur | - o, o pour tout k € N.
n 20
Indication : on pourra remarquer que pour tout n ¢ N, efl#nl & efn 4. p=pon,
En déduire que My est de classe ™ sur | — a, af et que : Yk € N, E(X*) = M(}”)(O)
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Probleme (2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 1.

Partie A. Opérateur de translation

Llopérateur de translation cst Uapplication r de Ry, [X] dans R[X] telle que :

VP ¢ R,[X], r(P(X)) = P(X +1).

1. Montrer que 7 est un endomorphisme de R, {X].

On suppose n = 2 dans cette question seulement. Ecrive la matrice de r dans la base
canonique de Ry[X]. Déterminer le noyau et I'image de 7.

. Exprimer, pour tout polynéme P € R,,[X] non nul, le degré et le coefficlent dominant de

7(P) & laide du degré et du coefficient dominant de F.

. Soient P € R,[X] et k € N. Donner Pexpression de r*(P).

Donner la matrice M = (M; ;) de » dans la base canonique de R,[X]. On exprimera les
coefficients M; ; de cette matrice en fonction de i et de j.

Quel est le polynéme caractéristique de r 7 Ses valeurs propres ? L’endomorphisme est-il
diagonalisable 7

L’endomorphisme r est-il un isomotrphisme ? Si oui, préciser r1. L'expression de r* trouvée
pour k € N est-elle encore valable pour tout k € Z7

Exprimer les coefficients de la matrice M =t

On considére une suite {ug)pen. Pour tout entier & € N, on définit :

o e (O

i
to Uo
, ) , L U1
(2) Déterminer une matrice @ € My (R) telle que : ) =0
Un Un

(b) En déduire la formule d’inversion :
: k
2) VkeN, u,=> (-1 }”'_j(,)v-.
{2) JZ:O( G )Y

(c) On considére ici un réel A et la suite u définie par up = ¥ pour tout k € K.
Quelle est la suite v définie alors par la formule (1) 7 Vérifier alors la formule (2).

Partie B. Opérateur de différence

Liopérateur de différence est Papplication § de Ry,[X] dans R|.X] telle que :

VP € Ry X], 8(P(X)) = P(X +1) — P(X).

1. Montrer rapidement que § est un endomorphisme de Ry[X].

On suppose n — 2 dans cette question seulement. Ecrire 1a matrice de § dans la base
canonique de Rp[X]. Déterminer le noyau et Pimage de 6.

Exprimer, pour tout polynéme P € R,[X] non nul, le degré ot le coefficient dominant de
5(P) & l'aide du degré et du coefficient dominant de P.
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4. En déduire le noyau et 'image de endomorphisme 8.
5. (a) Vérifier que pour tout j € [1,7n], et tout polyndéme P € R, [X] vé&ifiant deg P > j,
on a:
deg(87(P)) = (deg P) — j.
Que se passe t-il si deg P <5 —17
(b) Déterminer, pour tout j € {1,n], les sous-espaces vectoriels Ker (87} et Tm (67).
6. Soient k € N et P € R,[X]. Exprimer 6%(P) en fonction des (P) pour j € [0, k].
7. Soit P € R,_1[{X]. Montrer que :

(3) i(—z)”ﬂ' (“j) P(j) = 0.

§=0
8. Dans cette question, on se propose de montrer par Pabsurde qu’il n'existe pas d’endomor-

phisme ¢ € R,[X] tel que ¢? = 4.
On suppose done qu'il existe un tel endomorphisme .

{a) Montrer que ¢ et 5% commutent.

{b) En déduire que R|[X] est stable par ¢, c’est-a-dire que ¢ (R [X)]) ¢ Ry[X].

Indication : on pouwrra remarquer que Ker (%) = Ri{X].
{¢) On veut montrer ici qu'il n’existe pas de matrice A ¢ Mz(R) telle que :

00
Pour cela, on va raisonner par 'absurde et supposons existence d™une telle matrice
et appelons f l'endomorphisme canoniquement associé 3 A.
. Montrer qu’alors f ne peut &tre ni injectif, ni nul et qu’il est de rang 1.
ii. Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires dans R2.
ili. Que vaut f4?
En considérant une base de Tm f et son image par f, arriver & une absurdité.

{d) On considére maintenant ’endomorphisme 4 induit par ¢ sur R1[X]. En notant A
la matrice de 4 dans la base canonique de R;[X), caleuler M2. Conclure.

9. Dans cette question, on cherche tous les sous-espaces vectoriels de R, [X] stables par §.
(a) Soit P un polyndme non nul de degré d < n. Montrer que la famille
(P, 8(P), ..., 54 P))
est libre. Quel est l'espace vectoriel engendré par cette famille ?
(b) En déduire que, si V est un sous-espace vectoriel de R, [X] stable par § et différent
de {@mxg} » 1l existe un entier d € [1,n] tel que V = Ry[X].
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