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EPREUVE ECRITE OBLIGATOIRE

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures Coefficient : 4

La rigueur du raisonnement et la clarté de la présentation seront prises en compte dans la notation.
Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est
amené a prendre.

L'utilisation de toute documentation (dictionnaire, support papier, traducteur, téléphone portable,
assistant électronique, etc) est strictement interdite.

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

L'épreuve de Mathématiques comprend deux exercices et deux problémes tous indépendants et de
poids différents

Exercice 01 : 1.5 points
Exercice 02 : 3 points
Probléme 01 : 7 points
Probléme 02 : 8.5 points

Cette épreuve comporte 5 pages (page de garde incluse).
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Exercice (01

Etude d’un lancer dans un panier

Un jeu consiste a lancer un ballon dans un panier. On suppose que la probabilité de réussir le
panier est p €]0, 1[ et que les lancers sont indépendants. On note ¢ = 1 — p.

QO01. On note T le nombre de lancers nécessaires pour réussir un panier pour la premiere fois.
Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire T'7? On explicitera la loi sans démonstration.

QO02. On effectue une infinité de lancers. Calculer la probabilité de réussir au moins un panier.
Indication :

On posera pour tout k € [1,4+00[, Ry l’événement < le k®™¢ lancer est réussi. >

On remarquera que P ( U Rk> est la probabilité cherchée et on appliquera les lois de
keN*
Morgan et la continuité décroissante.

Exercice (2

Nature d’intégrales généralisées

Soit a > 0, on considere les fonctions f, définies sur R* par :

sin(7x) .

Ve € R, fo(z) =

xa

On note les intégrales généralisées :

1 “+o00
I, :/0 Fa(t)dt et J, :/1 Fa(t) dt.

QO03. Montrer que I, converge pour a < 2. Qu’en est-il pour a > 27
QO04. Soit a > 1, montrer que J, est absolument convergente.

QO05. On veut connaitre la nature de J, pour a €]0,1].

X X
1 X (7t
(a) Soit X > 1, montrer : / fat)dt = —— — cos(nX) _ a/ C?;(J:)dt.
1 n 1

(b) Conclure.

+o0
QO06. Pour quelles valeurs de a I'intégrale / fa(t) dt est-elle convergente ?
0
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Probleme 01

On considere les suites (U )n>0, (Un)n>0 €t (wn)n>0 définies par :

ug =1 Upt1 = 2Up — Up + Wy

'UO:O et VTLZO, Un41 = Uy + Wy,

wo =0 Wnt1 = —Up + Up + Wn
2 -1 1 Up,
Onnote: A=| 0 1 1 et, pour tout n >0, X, = | v,
-1 1 1 W,

Partie I. Eléments propres d’une matrice

Soit f I’endomorphisme de R3 dont A est la matrice dans la base canonique.

QO07. Calculer le polynéme caractéristique x4 de A et I’écrire sous forme factorisée.
QO08. La matrice A est-elle trigonalisable ? Justifier la réponse.
Q09. La matrice A est-elle inversible ?

Q10. La matrice A est-elle diagonalisable ? Justifier votre réponse.
Partie II. Trigonalisation de A

On considere les éléments suivants de R? : by = (0,1,1), by = (1,1,0) et b3 = (0,0, 1).
Q11. Montrer que % = (by, ba, b3) est une base de R3.

2 00
Q12. Montrer que la matrice de f dans la base Zest: T =10 1 1
0 01
Q13. On note P la matrice de passage de la base canonique de R? & 2.
-1 1 0
Déterminer P et vérifier que P~'=|[ 1 0 0
1 -1 1

Q14. Déterminer une relation entre A, P, T P~

Calcul des puissances de T et expression de u,, v,, w,

Q15. On note T'= N + D, ou D est une matrice diagonale et N =

o O O
o o o
o = O

Déterminer D et vérifier que N et D commutent.
Q16. Que vaut N™ pour tout entier n > 27
Q17. Déduire de ce qui précede une expression de T™. On donnera chacun de ses coefficients.
Q18. Pour n € N, établir une relation entre X,,+1, A et X,,.
Q19. En déduire, pour n € N, ’expression de X,, en fonction de A, n et Xj.

Q20. Déterminer, pour n € N, A" en fonction de 7™, P et P~!. Démontrer cette relation par
récurrence.

Q21. Déterminer, pour n € N, I'expression de u,, v, et de w, en fonction de n.

Page 3 sur 5 TS.V.P —

Météo-France

73, avenue de Paris - 94165 Saint-Mandé CEDEX - France
www.meteofrance.fr W @meteofrance

Meétéo-France, certifié ISO 9001 par AFNOR Certification



E X
REPUBLIQUE [ﬂ

FRANCAISE METEO
Liberté FRANCE

Egalité

. AVOSs COTES, DANS UN
Fraternité CLIMAT QUI CHANGE

Probleme 02

Partie I : Préambule

Dans ce qui suit, on désigne par x1, xo et x3 trois réels distincts, et par P une fonction poly-
nomiale de degré strictement plus petit que trois, qui ne s’annule pas en z1,x2 et x3. Soit @ la
fonction polynomiale définie, pour tout réel x, par : Q(z) = (v — x1) (x — z2) (v — x3)

P
On pose, pour tout réel x de R\ {z1, 22,23} : g(z) = QE:C)
T
On admet qu'il existe trois réels aj, ag, a3 tels que, pour tout réel x de R\ {z1,z2, 23} :
aq a9 as
9(x) =
T—T1 T—Ty I —I3

s L R L P()

Q22. En calculant, de deux fagons différentes : lim (z — 1) g(z), établir que : a1 = , oll
Tr—x1 Q/ (1171)

Q' désigne le polynome dérivé de Q.
Donner les expressions analogues pour as et as (en les justifiant brievement).

Q23. On suppose désormais que, pour tout réel z : P(x) = 1 avec I'hypothese suivante :

z1=0 , z2=-1 |, T3 =g

Donner les valeurs explicites de aq, as et as.

Partie I1

On considere la fonction F' qui, a tout réel x de son domaine de définition D, associe :

Q24. Déterminer Dp. Ce résultat sera nécessairement justifié a ’aide d’un tableau de signes.

Q25. Justifier que F' est dérivable sur Dp. On désigne par f sa dérivée.
1

z(z+1)2x+1)

:L,Qn—s—l‘

Q26. Montrer que, pour tout réel x de D : f(z) =

Q27. On s’intéresse, dans ce qui suit, a la série entiere g f(n)
n=>1

(a) Déterminer son rayon de convergence R.

(b) Rappeler le développement en série entiere de la fonction x — In(1 — z), ainsi que
son rayon de convergence.

(¢) i. Donner le développement en série entiere de la fonction x +— 1.2 en précisant
-

le rayon de convergence.

1
ii. Vérifier que, pour tout réel x € R\ {—1,1}, 1.2 peut s’exprimer comme une
—x

1 ‘ 1
e .
1—=x 14+

combinaison linéaire de
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(d) Déduire de la question précédente, en justifiant le résultat a ’aide d’un théoreme de

. - s . 1 I+z L.
cours, le développement en série entiere de la fonction x > 3 In T2 ) en précisant
-

le rayon de convergence, que ’on comparera a la valeur R obtenue en Q27-a

X pontl
(e) Montrer que, pour tout réel z de | — R, R] : E =—zln (1 —2%)
n
n=1

(f) Pour tout réel = de | — R, R|, exprimer, a ’aide de fonctions usuelles :

“+o00
m?n—i—l

nz::l n(n+1)(2n+1)

Indication : on pensera a utiliser les résultats du Préambule.

oo p2ntl
(g) Déterminer : aljl_)rnl ; P e L)

Q28. On considere désormais la série de terme général f(n), pour n > 1, ou f désigne la fonction
introduite a la question Q25.

(a) Etudier la convergence de la série de terme général f(n), pour n > 1.
n

1
(b) Pour tout entier naturel non nul n, on pose : H(n) = %
k=
Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :
. 1
H(2 1)—-H
kz_: k 71 - A+ D) - 5H®R)

(c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

1 1
—— =H(n)—1
2= H -
k=1
puis en utilisant Q28-b, montrer :

= 1
; f(k) =3+ 4H(n) — 4H(2n +1) + ——.

Q29. On admet qu’il existe une constante réelle v (appelée constante d’Euler) telle que,
N

1
lorsque N tend vers +oo, Z = InN + v+ o0(1).
k=1
(a) En déduire EIE (4H(n) —4H(2n+1)).

—+00
(b) En déduire la valeur de Y _ f(n), o f désigne la fonction introduite & Q25.

n=1
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