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Probleme 01

Dans tout le probléme, T est Pintervalle (1, +oo[.
On note € le R-espace vectoriel des fonctions continues et borndes sur I' & valeurs réelles, et
& = CY{I,R) le R-espace vectoriel de fonctions de classe C' sur I & valeurs réelles.
Lorsque V est un endomorphisme de £, on rappelle que V® = Idg et que si n est un entier
naturel non mul, V?*=Vao ... 0V,
n
Soit & un réel strictement positif.
Pour tout f de &, on considére 1'équation différentielle sur I :

Y —ay+f=0 (ED.

1. Btude de Iéquation (BI).

(a) Solent f € £ et z € &1.
" Montrer que z est solution de (BJ) si et seulement s'il existe K € R tel que :

Veel, 2z(z)=e" (K - /lm e f (1) dt) .

(b} Prouver, en raisonnant par I'absurde, que s'il existe une solution de (Eg’:) qui soif
bornée sur I, alors celle-ci est unique.

oo
(¢} Vérifier que I'intégrale f e~ f(t) dt est convergente.
1

400
(d) Démontrer que la fonction F': z € I > &% / e”% f(t) df est Iunique solution de
€T

(BI) bornée sur I.

On définit ainsi une application U, de £ dans £ qui & toute fonction f de £ associe la
fonction F = U,(f) ainsi obtenue.
2. BEtude de quelques propriétés de U,.

(a) Expliciter U,(f) lorsque f est la fonction constante égale & 1.
(b) Vérifier que U, est un endomorphisme de £.
(¢} i. L’endomorphisme U, est-il injectif?
il. Montrer que pour tout f élément de &, U,{f) € &.
iii. I’endomorphisme U, est-i} surjectif?
(d) On suppose dans cette question et unigquement dans cette question que g = 1.

Montrer que le sous-espace de £ : F = Vect(sin, cos) est stable par Uy.

Vérifier que B = {sin, cos} est une base de F.
Ferire alors la matrice M de la restriction de U7 & F dans B.
Prouver que M = AL, olt A est un réel positif et {) une matrice de rotation dont on

déterminera Pangle.
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3. On revient au cas général.

(a) Pour 7 € [0, +oo[, on note f, la fonction de £ définie par : @+ e™'",
Déterminer U,(fr).

1
(b) Soit A € } 0; E] Le réel A est-il valeur propre de Pendomorphisme Uy, ?

(c) Btudier la convergence simple de la suite de fonctions (U7 (f))nen sur L.

(d) Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z U2(f) sur I et déterminer
n20
sa, sormme lorsqu’elle converge. Etudier sa convergence uniforme sur I.

4. Prouver que l'on a, pour tout élément f de &€ :
oo
Voel, Ua(f)(m)—:-/ e~ % f(x + ) dt.
0

5. Pour tout entier naturel k, on note gy, la fonction de £ définie par : gx(2) = e*zk et on
note Gy, = Uy (gx).
Pour tout entier naturel p, on note F,, = Vect{go,- -, 9p)-
(a) Donner une base B, de ;.
(b) Vérifier que F, est un sous-espace vectoriel de £ stable par Us.
(¢) Calculer le déterminant de la restriction de Uy & JFp.
Prouver que Pon a : V f € &, [U(F)| < UL(7])-
Soit f dans £ & valeurs positives. En est-il de méme pour U,(f)7?
Soit # dans £ décroissante. Prouver que all,(f) < f puis que Up(f) est décroissante.

e

On nofe :
s 7 'ensemble des léments de £ de classe G sur I et tels que f’ est bornée sur I.
o D Popérateur de dérivation sur H.
Soit f € H.

(a) Montrer que Pon a: Up(f') — alUa{f) + f = 0.
(b) En déduire que U, et D commutent dans H.

10. Soit f € £. Vérifier que pour tout entier naturel n, U+ £) est la fonction
+o0 4 — g\
e [ ETD ety
" n!
On pourra procéder par intégration par parties.

11. Soit f € £.
On suppose dans cette question et uniquement dans cette question : ¢ > 1.

Fco . n
(a) Soient € I et ¢ un réel supérieur ou égal & . Calculer Z (gn—;n)«e“‘“ f(t)) :

n=0
+oo
(b) Montrer que pour tout entier naturel n : f ue " du = nl
0

(c) Démontrer que la série de fonctions Z UP(f) est simplement convergente sur I.
nzl
On notera 5 sa somme.

(d) Démontrer qu’il existe un réel b > 0 tel que S = Uy(f).
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Probleme (2

Bien que la partie L illustre un cas particulier d'une problématique plus générale développée dans
la partie II, les deux parties peuvent &tre traitées indépendamment.

Partie 1
On considére les matrices carrées
1 1 -1 4 0 -3
A= 2 0 -1 B={ 31 -3
-1 1 1 00 1

1. Les matrices A et B sont-elles diagonalisables dans R ?
2. Calculer A%

3. Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que :
A= PDP!,

(On choisira P de maniére que sa premidre ligne ne soif; composée que de 1.)
4. Retrouver sans calcul que B est diagonalisable dans R.
5. Calculer A" pour tout n € N puis B,

Partie I1

On considére maintenant un espace vectoriel B sur R de dimension finie.
Pour un endomorphisme f de B, f? désigne toujours fo f.
La notation Idg désigne 'endomorphisme identité de E.

L. Soit f, g deux endomorphismes de F tels que : fog = 0.
Montrer que Im (g) C ker (f).

2. On suppose dans cette question que f est un endomorphisme diagonalisable de B.
On désigne par Ay,..., Ay, avec p € N*, ses valeurs propres.

(a) Montrer que, pour tous a, 8 € IR,
(f — edg) o (f — BIdg) = (f — Bldg) o (f ~ afldg).
(b) Montrer que, pour tout vecteur propre v de £, on a
(f = MIdg) oo (f — AIdm) (v) = 0.

(c) Soit x € E un vecteur quelconque. En décomposant = dans une base bien choisie,
montrer que

(f — MlIdg)o- o (f — Mldp) (z) = 0.
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3. On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de I tel que
(f —aldg)o(f—Bldg) =0 (%)

pour des réels o et 8 distincts.

{(a) Déterminer deux réels a et b tels que :
a(f— aldg)+b(f — Bldg) = Idg.
(b) En déduire que :
E =Im(f — aldg) + Im (f — BIdg).
(c) Montrer successivernent :
Im (f — Bldg) C ker (f — aldg) et Im(f — aldg) C ker (f — fldg).
(d) Montrer que :
E =Xker (f — aldg) + ker (f — Bldg).
(e} Montrer que :
E =ker (f — aldp) ® ker (f — Bldg).

(f) En déduire que f est diagonalisable.
(On pourra distinguer plusieurs cas selon que 'un des deux noyaux est réduit & {0}
ou nom.)

4. On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de E tel que 2 est diago-
nalisable et a toutes ses valeurs propres strictement positives.
On note Aq,...,Ap ces valeurs propres.

(a) Pour 1 < k < p, on note Fj le sous-espace propre de 12 associé & la valeur propre Ay.
Montrer que, pour tout k& € {1,...,p}, Fj est stable par f.

(b) Pour 1 < & < p, on note fi la restriction de f & I}, et on pose pg = +/ Ak
Montrer que :
(fe+ prldm,) o (fis — puldr,) =0.

{(¢) En déduire que fj est diagonalisable.

(d) Pour 1 < k < p, on note F{' = ker (f -+ ppldr,) et By = ker (fy — ppldp,).
Montrer que
E=Frero---oF oF.

En déduire que f est diagonalisable.
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